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Analytische L6sungen der Transportgleichung
fur die Seegangsenergie
bei geneigtem Meeresboclen
Von Jurgen Sellschopp
Zusammenfassung
Die Transportgleichung fur die Seegangsenergie ist eine quasilineare partielle Diffe-
rentialgleichung. Ihre Lasungen werden im allgemeinen numerisch enrweder mir Hilfe
eines Differenzenschemas oder durch gleichzeitige Integration der charakreriscischen Glei-
chungen berechnet. Die Bahnen, auf denen die Energie transportiert wird, sind nur in den
FDillen groiler oder uberall gleicher Wassertiefe gerade Linien.
In dieser Arbeit werden analytische L6sungen der Bahngleichungen fur Seegebiete an-
gegeben, bei denen ster Meeresboden eine geneigre Ebene ist. Der Meeresboden darf auch
aus Ebenen verschiedener Neigung zusammengesetzt sein.
Die Seegangsenergie an einem Punkt erhalt man durch Integration der Quellfunktion
13:ngs der Bahnen, die durdi den Punkr verlaufen. Im allgemeinen muB man diese Inte-
gration numerisch ausfuhren. In dem Fall aber, dail keine Seegangsanfachung stattfinder
und die Dissipation lediglich auf laminarer Reibung berulic, li:Br sich auch diese Inte-
gration analyrisch ausfuhren.
Wo analytisdle L6sungen der Transportgleichung des Seegangs m6glich sind, haben
sie gegenuber den numerischen Lasungen den Vorreit, daB man erheblich an Rechenzeit
eines elektronischen Rechners sparen kann und daE man Gewfibr fur grahtm5glidle Ge-
nauigkeit hat, ohne Erwigungen uber geeignete numerische Integrationsverfahren und
-schrittweiren anstellen zu mussen. Besonders vorteilhaft ist die Verwendung der analyri-
schen Laung bei der Modellrechnung fur kunstliche Bodenstrukruren in der Nihe der
Kiiste.
Summary
Tlie energy transport equation of ocean surface gaves is generally sobed nwmerically
by means of a difference sdeme or by simultaneous integration of tbe cbarac:e,·istic
equations. Tbe patbs dong whid) energy is transmitted aTe straight lines only in tbe case
of  eat gater depth or plane bottom.
In tbis text, analytical results for the wave paths on slopes are given. The bottom
may Aso consist of several inclined plains.
Tbe wage energy at a location reswits from integ¥ation of the source function along
tbose paths which ™n tbrowgli the location. Generally the integration Ims to be carried out
n*merically. However, ij no wave generation occws and the only dissipation tenn is laminai
f,·iction, tbe source h:notion can be integrated analytically, too.
Analytical resalts of the transport eqwation, if tbey exist, bave the advantage, tbat -
compared with numerical solwtzons - they save 9 tot of compater time and are a guarantee
of acca,acy. Tbey sbodd be used especially in model computations for man-made, near-
sbwe, bottom stmcti*yes.
Inhalt
Zusammenfassung
1. Einteitung und Aufgabenstellung .
2. Die Transportgleichung der Seegangsenergie
3. Erste Integrationen
72
73
73
74
Die Küste, 31 (1977), 72-89
4. Seegangsspektren im flachen Wasser .
5. Bemerkungen zur Kaustik der SeegangsweIlen .
6. Vollstindige Beredinung der Wellenbahnen
7. L6sungen fur den Fall laminarer Reibung .
8. Der Seegang hinter einem durchbrochenen Damm .
9. Ein Beispiel fur die Zusammensetzung yon L6sungen .
10. Diskussion
Schriftenverzeithnis
1. Einleitungund Aufgabenstellung
Diese Arbeit behandek ein spezielles Problem der Seegangsverlagerung, nimlich das
Verhalten des Seegangs iiber einem Meeresboden mit parallelen Konturen, wo die Wasser-
riefe so gering ist, daB durch sie die Geschwindigkeit der Seegangswellen beeinfluBt wird.
Die Beeinflussung der Wellengeschwindigkeit durch die Wassertiefe macht die See-
gangsberechnung in flacheren Seegebieten weitaus komplizierter als im tiefen Ozean. Die
L6sung der auftretenden Differentialgleichung gescliieht bisher in der Praxis stets auf dem
Wege der numerisden Integration mit Hilfe eines elektronischen Rechners.
Fiir die Beschreibung des Seezustandes geniigt oft schon die Angabe der mittleren
Wellenh6he, der Hauptrichtung der Wellen und der mittleren Wellenperiode. Bei der
Seegangsberechnung kommt man dagegen Init der Verwendung dieser Mittelwerte nicht
aus. Hier muB man das ganze Gemisch kurzer und langer Wellen, die in die verschieden-
sten Richmngen laufen, beriicksichtigen, damit am Ende der Rechnung realistische Er
gebnisse fur die gesuchten Seegangswerte herauskommen. Warum das so ist, wird beson-
ders in dem Kapirel iiber Kaustiken deutlich werden.
Da es nun notwendig ist, fur jeden Anteil des Seegangs, n imlich fur Wellen unter-
sci:.iedlicher Periode und Richtung, das Fortschreiten auf der Meeresoberfitiche und die
Anderung der Wellenamplitude zu berechnen, wire es von Vorteil, fur diese Vorgange
geschlossene mathematische Formeln zu besitzen, anstatt genatigt zu sein, fur jeden Anteil
numerische Integrationen ausfuhren zu mussen. Im folgenden wird gezeigt, dah man in
den Fallen, wo der Meeresboden parallele Tiefenlinien har, solche gesdilossenen Ausdriicke
angeben kann.
2. Die Transportgleichungder Seegangsenergie
Die gegenseirige Beeinflussung der verschiedenen Seegangsanteile kann in diesem
Zusammenhang vernachliissigr werden.
Fur jede Einzelwelle gilt die Dispersionsgleichung flir Oberfilchenwellen unter Ein-
fluS der Gravitation.
(2.1) a = gk tanh kh
a ist die Kreisfrequenz, k die Wellenzahl, h die Wassertiefe und g die Erdbeschleuni-
gung. Die Energie der Welle wandert mit der Gruppengeschwindigkeit.
(2.2) . i % . FF [1+ 2kh 1L sinh 2kh]
Der Winket zwischen der Laufrichtung der Einzelwelle und der positiven x-Achse
sei O. Anstelle der Wellenzaht k und des Winkels * k6nnen auch die auf die horizontalen
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Koordinaten bezogenen Wellenzahlen ki und kp zur Charakterisierung einer Einzelwelle
dienen.
(2.3) kl = k cos *
k = k sin ·3
k = L/k12 + k22
0= arc tan (k /ki)
Die Verteilung der Seegangsenergie auf die verschiedenen horizontalen Wellenzahlen
ki und ke ist durch das Spektrum F (x, y, t; ki, le) gegeben. Oblicherweise wird das Inte-
gral uber das Spektrum als Gesamtenergie bezeichnet, obwohl es die Dimension einer
Fle:che hat. Es ist gleich dem mittleren Quadrat der Auslenkung der Wasseroberfldche aus
der Ruhelage.
Die Verlagerung der spektralen Seegangsenergie wird, werm die Wellenbewegung
nidit durch Meeresstr8mungen uberlagert wird, durch die lineare Transportgleichung
(2.4) DF + pa DF Da DP Ba 3F 30 32 = SI.--TE akl  2 + TE; 'By
- Tx akl By ak2
besdirieben. Der Buchstabe S steht fur die Quellfunktion, die von x, y, t, ki, ke, und F
abl ngen kann. Sie entlidlt alle den Seegang anfachenden oder dimpfenden Krifte.
Far die Anwendbarkeit der linearen Transportgleichung (2.4) muE vorausgesetzt
werden, dali das Spektrum eine langsam verinderliche Funktion von x, y und t ist
(K. HASSELMANN, 1968).
Die Transportgleichung (2.4) ist eine quasilineare partielle Differentialgleichung mit
funf unabhingigen Variablen. Die Zahl der Variablen liit sich durch Transformation
von den Wellenzalilen zu Frequenz und Riditung vermindern.
(2.5)
2
+ 312 [cos#-1 + sin*--' 1
at dk L 3 x
.
37 J
1 da Fah ah 37 f v _1
+
k  [T;Z sin·D -  cos *  51 1. k El = S
Die Frequenz 0 tritt jeetim Transportoperator nur als Parameter auf.
Die Integrationen l nnen fur jede Frequenz einzeln durchgefulirt werden. Man kann
die L6sung der partiellen Differentialgleichung (2.5) entweder durch gleichzeitige Inte-
gration der gekoppelteii charakteristischen Gleichungen erhaken oder ein Differenzver-
fahren verwenden.
Lediglich wenn die Wassertiefe iiberall gleicil oder sehr viel gr er als die Wellenlinge
2 ar/k ist, entkoppeln sich die charalcteristischen Gleichungen, weil dann v und e konstant
sind.
3.ErsteIntegrationen
In vielen Fallen hat das interessierende Seegebiet parallele Bodenkonturen. Dann
dh
kann man das Koordinatensystem so drehen, daB -
0 wird. Auherdem soil voraus-
dh
gesetzt werden, daB im ganzen Gebier · - 4=
0 ist. Unter diesen Voraussetzungen kann
man einen Satz von charakteristischen Gleichungen bekommen, die Schritt flir Schritt
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1 dodh„.16sbar sind. Dazu muft die Transportgleichung (2.5) durdi den Ausdruck - mvl-k dh dx
diert werden. Mit Hilfe der Beziehung
(3.1) da
= _
dal dk
dh dk ' Th
k = const h = const 1 = const
ergeben sici die charakteristischen Gleichungen.
(3.2)
Al = k
ds do dh
dh dx
dx
= - k- cos *ds dk
dx
%.- 6.ing
dx
12 = sin *ds
L rzE =kS
ds [ k ] da dli
dh dx
Es sei darauf hingewiesen, dali s ein Parameter ist, der nicht mit der Wegl*nge ver-
wediselt werden sollte.
Fur s-0 sei nun ein Anfangstupel (xo, yo, to, *o, Eo) vorgegeben. Zur Berechnung
der Lbsungskurve mit diesen Anfangswerten integriert man zuerst die vierte Gleichung
von (3.2).
(3.3)
(3.4)
0(S)
siEF = s
sin ·D =
2 sin #
o
tan  = es tan  0
2
-S(1 - cos * ) es +(1+ cos # )e0
(1 - cos 0 ) es - (1 + cos * ) e-s
0 0
COS 0  
(1 -cos * ) es + (1 + cos# ) e-s
00
Dieses Ergebnis, in die zweite der Gleichungen (3.2) eingesetzt, ergibt
X(S) k(s)
(3.5) f * * '·· f F ·
Xk
0
-S(1 - cos *0) es - (1 + cos *0) e
-S(1 - cos #)e +(1+ cos 0 )e
0O
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(3.6)
kr
-S
k(s) = f 1.(1 - cosgo) es + (1 + cos *o) e
Das Ersetzen der Integration uber x durch eine Integration liber k in (3.5) ist mag-
lich, weil k eine monoton abnehmende Funktion der Wassertiefe und diese in dem be-
trachteten Seegebier eine monotone Funktion von x ist. Daher kann aus (3.6) jetzt auch
durch Auflilsen von (2.1) nach h und Umkehrungen der Funktion h(x) die Distanz x aus-
gerechnet werden. Zur Abkiirzzing wurde ko fur k(xo) geschrieben.
Aus (3.4) und (3.6) folgt
(3.7) k(s) sinO (s) = k sino = b
00
Diese Gleid,ung ist als Xquivalent des Snellius-Gesetzes bekannt. Sie besagt, daB
bei parallelen Bodenkonturen die Projektion der Wellenzahl auf die Kiiste konstant ist
02
Die Tiefwasserwellenzahl ist ka -. Sie muB gr6£er oder gleich dem Betrag der
g
konstanten Wellenzahlkomponenten sein. Wenn aber )bl >1-wird, liuft die Welle nicht
g
bis in tiefes Wasser, sondern sie wird bei der Wassertiefe he zuruckgebeugt, die durch
2
(3.8.) h = --1 ar tanh -
C Ibl g Ibi
definiert ist.
4. Seegangsspektren im flachen Wasser
In vielen Fillen braucit man nicht die Laungen aller Gleichungen (3.2) zu kennen.
Wenn das Wellenspektrum an verschiedenen Stellen einer geraden Tiefenlinie gleich ist
und einige Zeit unvertndert bleibr, kann man das Spektrum bei einer anderen Wasser-
tiefe ohne genaue Kenntnis der Bahnen der einzelnen Wellenkomponenten berechnen;
allerdings muB die Quellfunktion dann vernachl ssigbar sein.
Im folgenden werden zwei Beispiele der Transformation von Seegangsspektren ge-
geben, die von der Anderung der Wassertiefe herruhrt.
Beispiel 1: Seegang, der auf die Kiiste zul uft
Der Meeresboden steige nach rechts bis zur Kiiste an und habe zur Kuste parallele
Bodenkonturen. Der Gradient der Wassertiefe bilder im ganzen Seegebiet einen rechten
Winkel mit der Kiistenlinie, braucht aber nicht konstant zu sein. Im tiefen Wasser sei der
Seegang homogen und station r, d. h., das Tiefwasserspektrum ist dort an zwei verschie-
denen Punkten gleich und  ndert sich anch in dem in Frage kommenden Zeitraum nicht.
Es werde mit Ed(cs, *) bezeichnet, und es wird angenommen, daft es nur Anteile in Rich-
tung der positiven x-Achse beskzt: -A/2 <#< */2.
AuBerdem soll vorausgesetzt werden, daE die Quellfunktion im betrachteten See-
gebiet keinen merklichen Anteil an der Verinderung der Seegangsenergie hat.
Unter den genannren Voraussetzungen kann man das Spektrum an einer Stelle mit
der Wassertiefe h hinschreiben.
02 k(a,h) , Fgk(a,h)Ell a'# = 2G3 . Ed 0, arc sin L 2v(G,h) 0
(4.1)
2
fur 101 < arc sin  
gk(a.h)
sin # ]1
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k und v sind die Wellenzahl und die Gruppengeschwindigkeit bei der Wassertiefe h.
Sie lassen sich aus der Dispersionsgleichung (2.1) ausrechnen.
Fiir das Tiefwasserspektrum in Abb. 1 wurden ein PIERSON-Mosxown·z-Spektrum
mit dem Maximum bei am = 1 s-1 und eine Richtungsverteilung proportional zu cos2 0
Ii &.=. '., '.& '... '... ...., :..
-
,'i' ,< "'k',.45 ti,r ·Y'.<· 
i 3,  ttz/  5#MAIT/ Ir/-
4.---- .0.,
=. ". ,
3 AR,?U,<,U:
I ,]:...9.<F'..
1 '11.9:5,1...'..
 .:ir<LE
-- k 3-3
 m*l
1 .8 /'',1 /'
I. 11/4*z'*41-
e [SS
-* ......':2..../. .3. /... 4.=
2In·
44
tlk..4:k.'... \R
50
[beli,bige Skata]
1./ I
r \ 
d [SS
3
/
2 6.-. 0.# r.= '10 :- '.m '1-
kZIny
Aboll
*ip:6,
1 :4., ...6 :
.g......:r.9'. ,-
77
----- -- 
10.
.-
.-
.
w:
£.
2EE-
=.
=:
1.-:
ES.
%B
E. Veranderung des Seegangs beim
g- Fortschreiten zu flacherem Wasser
E.
25Om
.-
E Ie) E kr,01 Eld.0h
Imas] [m,w] rrn,.1
4,# *,
I. t
,
i: P 
.
h.250/ hi 10m h=Sm
F k.kil F (k,.kz) F (k„k,)
[m,] [„,9 [-9
k29-1 %
F
i In-] k In•]
'.,
Abb. 1
Die Küste, 31 (1977), 72-89
fOr alle Frequenzen verwendet. Dies ist eine gute Nilherung fur eine ausgereifte Windsee
bei einer Windgeschwindigkeit von 6,8 m/s bzw. 16,7 kn. Diese Windsee 1 uft in flaches
Wasser, wobei ihr Spektrum in das Flachwasserspektrum (4.1) transformiert wird. Man
sieht in der Abbildung, daE das Maximum des Richtungsspektrums mit abnehmender
Wassertiefe anwidist und die Richtungsverteitung schmaler wird. Die Verbinderung des
Seegangs ist audi aus den ebenfalls in Abb. 1 dargestellten Wellenzahtspektren abzulesen.
Das Wellenzalilspektrum verschiebt sich zu gri Beren Wellenzalilen hin, w hrend
der Betrag des Spektralmaximums erhalten bleibt. Integriert man das Spektrum und be-
rechnet so die Gesaintenergie des Seegangs, so erkennt man keine sehr starke Abllingig
keit von der Wassertiefe. Die fur den Seegang im flachen Wasser symptomatischen Er-
scheinungen, n mlich des Auftreten von steilen, kurzen Wellen, sind aus der Gesamtener-
gie nicht zu ersehen. In Abb. 1 ist uber dem vorgegebenen Tiefenprofil die signifikante
Wellenh6he Him, die das Vierfactie der Wurzel aus der Gesamtenergie ist, eingezeichner.
Um den EinfluE der Richtungsverteitung des Seegangs auf das Frequenzspektrum
und die Wellenhi he im flachen Wasser sehen zu k8nnen, errechnen wir das Frequenz-
spektrum durch Integration Bber *.
(4.2)
2
p (c) =-8- B. P ( ) {/[51,-1.h was v d
f 1 r 0212= 37 3 Pd    l1 + 10 L gkJ +
 2 - [312] -0 'in
L
9 [ E 214
2 8o l gk J J
Im Grenzfall eines unidirektionalen, auf die Kuste zulaufenden Seegangs ist dagegen
01,(a) = -LAl(a). Der Unterschied zwischen den beiden Frequenzspektren ist nichz grog.2av
Er kann bei geringer Wassertiefe fiir die tiefen Frequenzen bis zu 18 0/0 ausmachen. Be-
rechnungen fur Seegang, der auf die Kiiste zulliuft, sind daher mit keinem zu groBen
Fehler behaftet, werin man die tatslchliche Riclltungsverteilung aulier acht lilit und mit
unidirektionalem Seegang rechner, wie es in der Praxis hdufiger geschieht.
Beispiel 2: Ruckbeugung des Seegangs
Als zweites Beispiel betrachten wir nun den Seegang, der uber eine Bank liufk und
auf dem Leehang wieder zur Bank zurudggebeugt wird (siehe die Skizze in Abb. 2). Auf
der Bank mit der Wassertiefe ho sei wieder der Seegang homogen und stationir.
Eine Einzelwelle, die sdirdg von der Bank her in Richtung grb£erer Wassertiefe
liuft, muB, wie in Abschnitt 3 gezeigt, unter Umstlinden in einem Bogen ins flache Was-
ser zurucklaufen. Die Wassertiefe, bei der die Wellenbalin zuruckschwenkt, sei mit he be-
zeichnet. Sie hEngt vom Winkel ·Do bei ho und def Frequenz ab. Zwei Bahnen von Wellen
derselben Frequenz, die mit dem gleichen Winkel ·Do bei ho nebeneinander verlaufen,
schneiden sich in der Umgebung der Tiefenlinie 4. Die Einhullende alter Bahnen von
Wellen mit der gleidlen Frequenz und gleichem Anfangswinkel heiEt Kaustik. Sie ist in
diesem Fall eine Gerade und mit der Tiefenlinie h - lie identisch. Fur monochromatische
und unidirektionale Wellen wird die lineare Lbsung der Wellengleichung an der Kaustik
unendlich groB, so daB man spezielle Methoden braucht, um das Verhalten der Wellen
in der Nilie der Kaustiken zu untersuchen (Y. Y. CHAo und W. J. PIERsoN, 1972). In der
spektralen Rechnung treten diese Schwierigkeiten nicht auf. Es sei Eo(a, 0) das Spektrum
auf der Bank der Wassertiefe ho. Far jeden Abstand von der Bank bei der Wassertiefe h
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kann man wieder das Spektrum des Seegangs, der von der Bank aus nach rechts lauft,
hinschreiben.
(4.3) Eh(a,O) = .E  Eo <3, arc sin  · sin· filr - · <*<  
In dieser Formel ist k = k(a, h), ko - k(a, ho) und v und vo entsprechend. Fur
0 <- - und 0 > - besteht das Spektrum aus den Anteilen, die von weiter rechts zur
Bank zuriickgebeugt werden.
-Tr<0< - 
(4.4) Eh(a,0) = Ek(a, + 1 -*) ffir Ibl >  t und  oder
A<*< A
2
Hier ist b wieder die in (3.7) definierte Gr6Be b=k sin #.
Als Ausgangsspektrum Eo(a, 0) wurde fur die Abb. 3 das um ir/4 verschobene dritte
Richtungsspektrum aus Abb. 1 gewihlt und seine Verinderung beim Fortschreiten zu
grdEerer Wassertiefe hin dargestellt. In der gleichfalls in Abb. 3 gezeigten Darstellung
der Wellenhilhe in Ablingigkeit von der Wassertiefe hinter der Bank erkennt man, daB
kurz binter der Bank die Wellen lit her werden; dann nimmt die Wellenh8he mit zoneh
mender Wassertiefe ab, bis schlieElich im tiefen Wasser nur die Wellen ubrig bleiben, fur
die keine Kaustik existiert.
5. Bemerkungen zur Kaustik der Seegangswellen
Es soll an dieser Stelle ndher auf die Kaustik eines sclimalbandigen Seegangsspek-
trums eingegangen werden. Es m6gen alle Spektralkomponenten die gleiclie Frequenz 00
haben und bei der Wassertiefe ho um die Richtung 00 gleichmiBig verteilt sein.
Eo(a,0) = E'o · 6 (a - ao) 40 (*)
(5.1)
*o (*) =< ffirlo _  <*<*0 *
 
sonst
Nach Gleichung (4.3) ist das Spektrum bei einer anderen Wassertiefe h
V
Eh(0,0) = ko k, E' · 5 (a- Go) *h (0)
0(5.2)
fur 0 - - < arc sin [ k- sin * < 4 0 + f
E
0 2
L o
0 sonst
Nun sei li die Wasserriefe, wo die Kaustik auftritt, d.h. ke = ke sin *o. Dann ergibt
sich die Gesamtenergie durch Integration iiber das Spektrum bei dieser Wassertiefe.
- arc sin  sin (*- 6/2)1 sin 0 0(5.3)
80
1
*h
V sin U F
E'=-RE' 0 4/
C vg 0 E l2
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In der niedrigsten Ordnung von 8 wird
v sin b
(5.4) C 'c 0 qs tan 0
0
E'=-RE' 0
Wenn e etwa 5° ist und #o = 45°, deutet die Gleichung (5.4) auf einen Anstieg der
Wellenh61le urn nur etwa 50 % hin.
Die Wellenh8he ist proportional zur vierten Wurzel der Breite der Richtungsvertei-
lung. Diese Proportionalitit hitte sich auch ergeben, wean das Spektrum Frequenzen in
der Nachbarschaft von do enthielte.
Dieses Beispiel Zeigt, dail bei der Seegangsberechnung unter bestimmten Umswn(ten
die lineare Transportrheorie sogar dann angewandt werden kann, wenn Kaustiken auf-
treten.
6. Vollstindige Berechnung der Wellenbahnen
Bisher wurden die charakteristischen Gleichungen (3.2) nur so weit ge16st, dah die
Behandlung von Problemen, die eine in y-]kichtung homogene Ltisung hatten, m6glich
war, und audi das nur unter der Voraussetzung, dalt die Quellfunktion verschwindet.
Das Ausgangsspektrum bei der Wassertiefe ho war bisher fur alle Werte von y dasselbe,
und daher wurde der Verlauf der Wellenbahnen der einzelnen Spektralkomponenten gar
nicht benatigt, sondern nur die Anderung des Bahnwinkels. Zur Berechnung des Seegangs
in Gebietell, in denen der Seegang bezuglich y nicht liomogen ist, z. B. hinter der Einfahrt
zwischen zwei Molen, braucht man dagegen die vollstandige LL;sung des Systems der
charakteristischen Gleichungen (3.2).
Unsere nichste Aufgabe ist es, t(S) und y(s) zu berechnen. Das ist durch einfache
numerische Integration der ersten und dritten Gleichung aus (3.2) immer mijglich. Eine
dh dh
analytische Lasung findet man, wenn konstant ist. Wir setzen-2[2- m.
Wir Rthren eine neue Variable ein.
n(s) = - k(s) cos{)(s)
k Fr
(6.1) ncs) = 20 L[i - COS 镡o .s - Il + cos #01 e-'1
 = k k2 - 42 = b2 = k02 sin2 0 0
· ·
do
Aus der Dispersionsgleichung (2.1) berechnet man- -, setzt das Resultat in die erste
Gleichung von (3.2) ein und substituiert als neue Variable n aus (6.1). Mit to = 0 erh lt
man dann
n(s )
(6.2) , I.'.,1 · ·H
-kocos *o
Z,ur Abkurzung verwenden wir den Ausdruck
(6.3)
dn
4
92 + b2 -0 2
g
2
4 4
a 2 2
a . b, k <a
2
<
a
2 0 2
g g
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a ist reell fur solche Bahnen, die bis ins tiefe Wasser hineinlaufen; im tiefen Wasser
ist dann # = arc cos (02/ga). Fur Bahnen, die in Raches Wasser zurtickgebeugt werden,
ist a imaginar.
Die L6sung von (6.2) ist
(6.4)
8-a k cos b -a-,
t(n) = 2-1 ln 0 0
gm a 0+a k cos g + a ] a * 0
00
die Umkehrung davon ist
(6.5) n(t)
at - at(k cos 0 +a)e + (ko cos 00 - a) e00
at - at(k cos 0 + a) e - (k COS # - a) e0 0 0 0
200
Die dritte Gleichung von (3.2) 1Alit sich ebenfalls analytisch integrieren, wenn die
dhBodenneigung
32-
- m konstant ist. Ist sin 40 = 0, so ist y - yo. Die folgende Rechnung
gilt fiir sin #0 + 0.
(6.6)
S
'(s) - yo ' - * f * [·kl ·r tanh a i ds,gk J
0
h
h(s) 0
 E£ atg * 0 - m Ctg *(s) + t(s)2k sin ·3
0 0
Damit sind jetzt alle Gleichungen fiir die Bahnen der Einzelwellen gel8st. Die fiinfte
der Gleichungen (3.2) wird im allgemeinen nicht analytisch zu integrieren sein, weil reali-
stische Quellfunktionen zu kompliziert sind.
7. Li sungen fur den Fall laminarer Reibung
Eine spezielle Quellfunktion, die eine analytische Integration zuliEt, enthilt nur die
Dissipation durch laminare Reibung. Nach BIEsEL ist die zeitliche Abnahme einer Wellen-
amplitude gegeben durch
dA
it -YA
17.1)
1 '1 2.2 v +2k 2 . Il . cosh 2khY= sinh 2kh cosh 4kh - 1
v ist die ZHhigkeit des Wassers. Fur die Energiedichte E' ist dann
dE'
(7.2) TE- =-2YE'
Diese beiden Gleichungen (7.1) und (7.2) gelten fur eine konstante Wassertiefe h.
Bei niclit zu groller Bodenneigung ist man bereclitigt, diese Formeln auch fur variable
82
mit a . 6-ma
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Wassertiefen und spektrale Wellenfelder zu verallgemeinern. Man darf aber nicht einfach
E' durch E ersetzen, sondern muB sich klarmachen, dah bei konstanter Wassertiefe E' in
(7.2) mit einer beliebigen Funktion von a und h multipliziert werden darf. Bei variabler
Wassertiefe hat man diese Freiheit nicht, da sich diese Funktion auf der Bahn indert.
Was nun anstelle von E' in (7.2) einzusetzen ist, lindet man beim Obergang zu ver-
schwindender Reibung. Mic y geht auch y gegen O. Die Quellfunktion wird ebenfalls 0, weil
weder Anfachung noch Dissipation vorhanden sind. Die le[zte der Gleichungen (3.2) er-
d
gibt daher-
dr
(7.3)
V
(-k E) - 0, was nur dann erfullt ist, wenn (7 2) ubergeht in
d Fv 1 v
TE l.kE]= - 2 YkE= Sf
Den Ausdruck (7.1) kann man mit Hilfe von (2.1) so umformen, daE er keine
Hyperbelfunktionen entlidlt, und man er·heflt flir die letzte der Gleichungen (3.2)
"'41 *,·[*4 ·-*[Pf + *3[,2 +5]· e-i-v k, k't 1
2 J
g
Die Integration li[Et sich wieder ausfuhren, wenn man die Integrationsvariable V
verwendet.
(7.5)
C = /77 + ga.
9 0 g
Beim Ubergang zu groilen Wassertiefen bleibt in der Ldsung (7.5) nur der letzte
Summand iibrig, der den Anteil der Reibung im Innern des Wassers ohne EinfluB des
Meeresbodens angibt (L. M. MILNE-THOMSON, S. 580).
8. Der Seeganghintereinemdurchbrochenen Damm
In diesem und dem ndchsten Abschnitt werden Beispiele fur die Seegangsberechnun-
gen angegeben, in denen die Kenntnis des Verlaufes der Wellenbahnen erforderlich ist,
obwolil wieder von einem homogenen und stationiren Seegang im tiefen Wasser aus-
gegangen wird und die Auswirkungen der Quellfunktion als vernaclilissigbar klein an-
genommen werden.
In Abb. 4 ist ein Seegebiet skizziert, dessen Boden mit der Neigung m=2· 10-3 bis
zur Kuste hin ansteigt. 5 km vor dem Strand ist ein kustenparalleler Damm mit einem
DurchlaB von 4 km Breite. Es wurde angenommen, daB der Seegang mit demsetben
Spektrum wie im ersten Beispiel in Abschnitt 4 vom tiefen Wasser auf die Kiiste zulaufl.
Um das Seegangsspektrum Air einen Punkt hinter dem Durchlati angeben zu k6nnen,
muB man fur jede Spektralkomponente ermitteln, ob die Wellenbahn den DurchlaB pas-
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2
12A 127
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1
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-3
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-5
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Seegang auf der Boschung hinter einem DurchIan zwischen zwei Dommen
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1
1
l
1
1
I
1
1
1
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1
1
i1
1
11
1
Die Zahlen an den Gitterpunkten geben die signifikante Wellenhohe in Meter fiir ein
auflandiges Pierson-Moskowitz-Spektrum Hm - 1 s-']
Abb. 4
siert hat oder nicht. Im ersten Fall berechnet man die Energie dieser Spektralkomponente
nach (4.1), im anderen in sie 0, weil angenommen wird, daB hinter dem Damm kein
merklicher Seegang entsteht.
(8.1) E(x,y; a,0) = Eh (a,#) ' H(x,y, a,0)
In der Formel (8.1) ist Eb der Ausdruck aus (4.1). Er hiingt nicht Yon y ab; seine
Abhingigkeit von x ergibt sicli uber die Wassertiefe h = h(x). Die Gewichtsfunktion H
ist gegeben durch
146 7 03 OR
)66 D4 J3
/
/
146 / .10 76
I
/
/
"6 31 57
146 10$ 11)0
146 144 239 129
846 144 142 137
.6 -5 - -3 -2 1
146 144 1.39 1.29
E E E E
.
1.46 1.01 1.00
3
146
/
31 /7
1A6 i0 76
/
146 04 13 ,22
/
/
146 03 ,08 .13
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(8.2)
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Bahn epner Welle mir
de. Perlode T Ws
\El
i,
1
--82. d„"tb,1
t' merisibi, Inte.1
: gr.'ion er.1,-1
.„
Abb. 5
Falls die Bahn einer Welle mit dei Frequenz a, die beim Koordinatenwert x mit der
x-Achse den Winkel # bildet, auch den Koordinatenwert des Dammes xo erreictit, ist
Ay(x, 1, *) die Differenz der y-Werte dieser beiden Bahnpunkte. Um die Seegangsspek-
tren an den in Abb. 4 eingezeichneten Punkien im Abstand von 1 km zu behommen,
wurde fiir 4 Werte von x, 50 Werte von a und 35 Werte von * ein dreidimensionales
Feld (Ay)i, 5, k berechnet. Um die Oberlegenheit der analytischen Li sung zzi testen, geschah
dies eizimal durch Ausrechnen der Formel (6.6) und aulierdem durch numerische Integra-
tion der charakteristischen Gleichungen nach dem RUNGE-KuTTA-Verfahren zweiter Ord-
nung mit einer Schrittweite von 500 m.
Die nach dem RUNGE-KuTTA-Verfahren ermittelten Bahnen weichen um wenige
Meter von den exakten nach Formel (6.6) ermittelten Bahnen ab. Lediglich bei Bahnen,
die fiir die Punite in l km Abstand von der Kiiste berechnet wurden, kann der Fehler
bei den ermittelten Ay-Werten gr8£er als 100 m werden. Neben den unvermeidlichen
Fehlern bei der numerischen Berechnung der Wellenbalmen fillt die erforderliche Rechen-
zeit des elektronisdien Rechners ins Gewicht. Die Berechnung des Feldes (Ay)i, i, k nach
dem RuNGE-KuTTA-Verfahren erfordert etwa das Siebenfache an Rechenzeit wie die Aus-
wertung des analytischen Ausdrucks (6.6).
Mic Hilfe der exakt berechneten Ay-Werte und des Riditungsspektrums wurde ge-
X  ki]
6.
:
0.
10.
1 wenn 47(x,a,#) exis·tiert
H(x,y,0,#)
und- 2 km< Ay +y< 2 km
sonst
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miS (8.1) und (8.2) fur die in Abb. 4 eingezeichneten Punkte das Richtungsspektrum er-
rechnet und uber 0 und a integriert. Die signifikante Wellenliahe ist net,en den Punkten
verzeichnet.
9. Ein Beispielf iirdieZusammensetzungvonL6sungen
Zur weiteren Anwendung der Ergebnisse aus dem Abschnitt 6 wahlen wir jetzt das
Beispiel eines Seegebietes, dessen Boden aus drei geneigren und einer geraden Ebene zu-
sammengesetzt ist. Die Zeichnung (Abb, 5) soll den Ansteuerungskanal zu einem an der
Kuste gelegenen Hafen darstellen. Die x-Achse bildet die Kliste. Die Neigung des Meeres-
bodens zum Strand hin ist mi =5·10-3. Die 10 m tiefe Kanalsohle ist 200 m breit und
fuhrt von der Kiiste bis zur 10 m-Linie. Die Kanalb6sching hat die Neigung m2 =5· 10-2.
Die Anordnung ist symmetrisch zur y-Achse. Wir betrachten deshalb nur Wellen, die von
links kommen,Of#I */2. Wir nehmen wieder an, daB der Seegang weir von der Kuste
im tiefen Wasser stationir und homogen ist und das Spektrum Eo(a, #) hat. Die Quell-
funktion sei vernachlissigbar. Aulierhalb des Kanalbereicis liar man wieder die L6sung
wie im ersten Beispiel (Abschnitt 4), nur um */2 verdreht. Wir interessieren uns fur den
Seegaiig im Bereich der 10 m tiefen Rinne. (x, y) sei ein Punkt in diesem Bereich. Uber der
Kanalsohle sind die Bahnen gradlinig, die Energie auf den Bahnen indert sich don nicht.
(9.1)
E Ixl ' Y -
0, =
S[„ - cy -
(x - xl) tan# ; a,#1 f€trib<# g (x,y)
yl) ctg* I yl; 0, 0 1 furiait *g (x,y)
y -y
0 = arc tan  --- -
1
Die Bahnen, die durch den Kanaleingang laufen, werden wie in Abschnitt 4 bis zum
tiefen Wasser fortgefukirt, und man hat
-2 k(a,hi)
E(x,y: 6,0) =
203 v(a,hi)
(9.2)
Ed | a. arc cos I gk("hl cos *1 fur# > 42 -ga
In dieser Formel ist h 1
' h(Yl) , lo m
Die Behandlung der Bahnen, die uber die 86schung laufen, ist etwas scliwieriger. Es
sei (x', y') ein Punkt auf der B6schung (yl < y' < 0, xi- Cy - yl) f& x' fi xi). Derch
1112
(x'y') laufe mit dem Winkel *' eine Bahn. Wir suchen den Punkt (xo, yo) auf der Bl-
schungskante, durch den diese Bahn geht, und den Winkel *0 an jener Stelle.
Die Gleichung der Blischungskante ist
m
2
(9.3) Yo -  1 = - ml (Xo
- Xi)
In der Formel (6.6) identifizieren wir y(s) - y'. h(s) = h' usw. und m = m*. Wir
86
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ersetzen yo = - ho/mi, setzen fur ho den Ausdruck ein, der sich aus (2.1) ergibt, wenn
man auBerdem noch koe - noe + bg berucksichtigt. Daraus resultiert eine Bestimmungs-
gleichung fur 710·
(9.4)
/--b+'1
'1 r\02 + b2
ar tanh
Z V/ 0 2 + b 2
2
= h'n' - m2 b y' + 2ga in     
Die Li sung der transzendenten Gleichung (9.4) fiihrt zusammen mit der Definition
von b zum Balinwinkel und der Wellenzahl an dem gesuchten Punkt der Bdschiingskante.
(9.5)
00 = -arc tan  - , ko =  no + b
b /2 2
0
Aus ko ergibt sich die Wassertiefe ho, und aus (9.3) und ye - -ho/mi folgen die Koordi-
naten des gesuchten Punkres.
Wenn, wie wir annehmen, die Quellfunktion vernacil*ssigbar ist, bleibt auf der
Bahn die Grfilie - v E erhalten. Am Punkt (xo, yo) ist das Spektrum des einlaufenden See-
gangs auf einfache Weise durch das Spektrum im tiefen Wasser bestimmt. Daher hat man
v k'
E ( x ' , y
'
; 0,4) = 122 7 E (xo ' yo i G '  0)
0
(9.6)
2 r gk
= 5-3  ' Ed a, arc cos  --22 cos *   2 a v' c
Um Jetzt in (9.1) auch fik * < #g das Spektrum als Funktion des Tiefwasserspek-
trums auszudrucken, brauchen wir nur die Festlegung Zu treffen
(9.7) x' = xl, Y' = Y -(x - xl) tan*, .D'= 0
Damit ist das Spektrum im Kanal bestimmt. Abb. 6 zeigt fur das Tiefwasserspek-
trum aus Abb. 1 das Riditungsspektrum an einem ufernalien Punkt, das fast nur Kom-
ponenten in Kanalrichtung enthilt.
AuBerdem ist in Abb. 5 zum Vergleich die Bahn einer Welle mit der Periode 4 s ein-
gezeichnet, die einmal mit Hilfe der in dieser Arbeit angegebenen Formeln (alisgezogene
Kurve) und zum anderen durch numerisdie Integration nach dem Tangentenzugverfahren
(gestrichelte Kurve) berechnet wurde. Bei der numerischen Rechnung mu£ die Schrittweite
an die jeweils herrsdiende Wassertiefe und deren Gradienten angepailt sein. Die Kurve
in Abb. 5 wurde mit einer Schrittweite von 20 m auf der Kanalbiischung und 200 m
autierhalb des Kanalbereichs gewonnen.
Fur die gesanite Umgebung des Kanals wurden mit der beschriebenen Methode
Spektren errectinet und integriert, um die signifikante Wellenhahe zu erhalten. Die Linien
gleicher Wellenhi;he sind in Abb. 7 dargestellt. Die Stelle, wo sich die Seegangsenergie
konzentriert, ist gut zu erkennen. Die errechneten Werte werden nicht ganz mit denen
ubereinstimmen, die in der Natur beobachtet wiirden. Das liegt aber nicht an der Art
87
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der L8sung der linearen Transportgleichung, sondern an der linearen Transporttheorie
selbst und an der Vernachldissigung der Quellfunktion.
10. Diskussion
Die Ausbreitung des Seegangs in Seegebieten mit ebenem, geneigtem Boden ist mit
Hilfe analytischer Ausdriicke fiir die Bahnen, auf denen seine Komponenten wandern,
berechenbar. Die Verwendung dieser Ausdriicke erspart Rechenzeit und Tests, um geeig-
nete Integrationsverfahren und -schrittweiten Rir die numerische Rechnung zu finden.
Die Energie einer Seegangskomponente wird in den meisten Fillen nur mit numeri-
scher Integration zu berechnen sein. Weil aber im allgemeinen die Anderung von Ort und
Richtung der Bahn abliingt, ist es vorteilhaft, die Bahn zu kennen, um die Integration
der Energie auf der Bahn ganz nach den Erfordernissen der Quellfunktion ausriditen zu
k6nnen.
Es ist denkbar, dall manche realen Seegebiete in solcher Weise in Untergebiete zer-
legt werden k6Iinen, so daB fur jedes Untergebiet die in dieser Arbeit dargestellte Methode
zur Berechnung des Seegangs angewendet werden kann. Im allgemeinen kann man aber
erwarten, daE dann die Recinung sehr aufwendig wird und daher keinen Vorteil gegen-
uber einer Bblichen numerischen Berechnung der Wellenbalmen bietet.
Die Methode der analytiscilen L6sung ist dagegen bei Modellrechnungen mit hinrei-
chend einfacher Bodentopographie den ublichen Rechenmethoden vorzuziehen, weil einer-
seits die Genauigkeit der Ergebnisse grliBer und at: dererseits der numerische Aufwand
kleiner ist.
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